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Clasa a XII-a

SOLUTII

Problema 1.
Solutie. a) Din ipotezd avem ca x+y+x-y>a, Vx, ye(a;e). Alegem x=y=x,, unde

x, —a,x,>a,Vne N . Trecand la limitd pentru n — oo rezultd cd a+a+a’ >a, deci a*+a >0, de
unde a€ (—oo;—1]U[0;00) . Pentru a > 0se verificd imediat x+ y+x-y>a, Vx, y>a. Deci
ae [0;00) convine. Pentru a =-1, relatia x+ y+x-y>-1, Vx, y >—1 este echivalenta cu
(x+1)-(y+1)>0, adevarata pentru x, y >—1, deci si acest caz convine. Fie acum a <—1. Atunci
alegdnd x>a, y=x, > a, x,>a rezultdica x+x,+x-x, >a, Vx>a ,deunde, prin trecere la limita
pentru n — oo, rezultd x~(1+a) >0, Vx>a sideoarece 1+a <0, rezultaca x<0, Vx>a , fals.
Asadar, ae {-1}U[0;0).

b) Functia 7: R - R, h(x)=x™" +arctg x este bijectiva, iar f este functie injectiva, deci

g = ho f vafi o functie injectiva si deoarece g are proprietatea lui Darboux rezultd ca este strict
monotona, iar din ultimele doud afirmatii rezulta ca g este functie continud. Cum /4 este functie
continui si bijectiva, rezultd ci i~ are aceleasi proprietiti, deci f =h™' o g este functie continui, de
unde rezultd ca f admite primitive.

Problema 2.

Solutie. Fie multimile Az{(xl ) X, ,...,xq)l x e, xl.| <p, izﬁ} si

Bz{(a11 XAy Xyt a X, Gy X F Ay Xyt Ay X e, A, X A, X et a, -xq)}, unde

(xl ,X, ,...,xq)e A. Awnci cardA=(2-p+1)’ = (4-p2 +4-p+1)p, si, deoarece
‘ail X, +a, - x, +...+aiqxq‘S|ai1|'|xl|+|ai2|-|x2|+...+‘aiq‘-‘xq‘S p-q, rezultd cd numadrul de elemente al

multimii B este cel mult egal cu (2 p-g+ l)p = (4- pi+ l)p < cardA . Conform principiului cutiei,

rezultd ci existd in multimea A doui elemente distincte, (x1 L Xy X, ), respectiv ()c1 s Xy ey X q) , astfel

incat a, -x, +a, -x,+..+a, -x, =a, X +a, x,+..+a,-x,, i=1,p.Notand x;, =x, —x; , j=1,q,
o X,

vom avea d, - X, +d, X, +...+a,-x, =0, i=1,p ,adica ()c1 2 Xy )este o solutie nebanald a

sistemului cu toate componentele ntregi. Mai mult, xj‘ < ‘xl.‘ +‘xj‘ <p+p=q .Vje{l,2,...,q},de

unde rezulta concluzia problemei.
Problema 3

Solutie. a) Prin inductie se obtin succesiv relatiile :
Fx+x+o+x)=f(x)+f(x)++1(x,).Vx,%,...x, € R, ne N, n>2 , apoi pentru



X, =x,=..=x,=x,rezultdcd f(n-x)=n-f(x), VneN, n22, Vxe R. Pentru x=y=0 se obtine
£(0)=0, iar apoi pentru y=—x se obtine 0= f (x+(-x))= f (x)+ f (—x),Vxe R, de unde rezulti ca
f este functie impard. Notdnd & = f (1) rezulta inductiv ¢ f(n)=a-n, Vne N, de unde , tinand cont

de imparitatea functiei f , rezultd cd f(k)=a-k, Vke Z . Apoi, pentru ne N, din

a:f(l):f(n-ljzn-f(lj rezulti ca f(ljza-l , deci f(ﬂj:m-f(lj:a-ﬂ,%n,ne N,
n n n n n

n n
) o ) .. . m m m .
iar apoi , din imparitatea functiei f rezultd ca f (——j =—f (—j =a- [——j, Vm,ne N . Asadar ,
n n n

f(q)=a-q,Yqe Q. Demonstrim ca f(x)=a x,Vxe R ,iar «e R, datorita conditiei ii) .

Fie [a ;b] interval inchis si marginit ales arbitrar. Din ipoteza avem
f([a;b]):[m;M], m,MeR, m<M, iar f([a;b])z f((a;b))u{f(a) : f(b)} =[m;M], de unde,
tinand cont de faptul ca f ((a;b))este interval deschis, rezultd ca f(a)=m, f(b)=M sau
f(a)=M, f(b)=m.Vom demonstra ca functia f este monotona.

Presupunem prin reducere la absurd cd existd x,,x,,x;€ R cu x, <x, <x, astfel Incat
f(x)<f(x)>f(x)sau f(x)>f(x,)<f(x;).Alegem a=x,, b=x, si varezulta ca
fla)< f(x,)>f(b),sau f(a)>f(x,)< f(b).1Inambele situatii rezultd ca f (x,)e [m:M],
contradictie. Asadar f este functie monotond. Presupunem cd f este functie crescatoare pe R.

Fie x,€ R\Q, arbitrar fixat. Existd sirurile de numere rationale (y,) .. (z,) . astfel incét
Y, <X <z,, VneN |y —x,, 7z, —x. Atunci f(y,)<f(x)<f(z,), Vvne N, de unde
a-y, < f(x)<a-z,,Vne N, iar prin trecere la limitd pentru n — oo rezultd cd f(x,)=a-x, .

Asadar f(x)=a-x,VxeR, ae R

b) Pentru y = 01in relatia din ipotezd avem 2- g (%j =g(x)+g(0),Vxe R, de unde rezultd ca

2-{g(%j—g(0)}=g(x)—g(0), Vxe R . Notand h(x)=g(x)—g(0), h:R —> R, obtinem

2-h(§j =h(x), Vxe R, de unde rezulta ca

2
la fel ca la punctul precedent , varezultaca h(q)=a-q, Vge Q, ae R. Conform ipotezei, & admite

primitive pe R . Fie H :R — R primitivd a functiei /& si y,€ R arbitrar fixat. Atunci, prin integrarea

h(x+y)=2-h(x-|2_yj:2.{g(x+yj_g(o)}:g(x)+g(y)—2-g(0):h(x)+h(y), Vx,ye R, deci,

relatiei
h(x+y,)=h(x)+h(y,),Vxe R rezultacad H(x+y,)=H (x)+x-h(y,)+c(y,), Vxe R si intruct

y, afost considerat arbitrar, rezultd cd H (x+y)=H (x)+x-h(y)+c(y), Vx, yeR.

Pentru x=0 rezultdca H(y)=c(y),Vye R, deci H(x+y)=H(x)+x-h(y)+H(y), Vx, ye R.
Pentru x =11n ultima relatie , rezultd cd H (1+y)=H (1)+h(y)+H (y), Vye R, de unde
h(y)=H(1+y)-H(y)-H(1),Vye R, relatie din care rezultd ca functia & este derivabila pe R, deci
continud pe R, iardin h(g)=a-q, Vg€ Q si din motive de densitate a multimii Q in R rezulta

cih(x)=a-x, Vxe R.Infinal avem g(x)=a x+g(0)=a-x+f, a,BeR.



